
新応用数学 

1 章 ベクトル解析 

 

§2 スカラー場とベクトル場(p.29) 

練習問題２ 

1. 

（１）𝛻𝜑 = (
𝜕𝜑

𝜕𝑥
,

𝜕𝜑

𝜕𝑦
,

𝜕𝜑

𝜕𝑧
) 

= (𝑧3 − 2𝑥𝑦𝑧, −𝑥2𝑧, 3𝑥𝑧2 − 𝑥2𝑦) 

点(1, 1, 1)における𝛻𝜑は, 

𝛻𝜑 = (1 − 2, −1, 3 − 1) = (−𝟏, −𝟏, 𝟐) 

（２）点(1, 0, 1)における𝛻𝜑は, 

𝛻𝜑 = (1 − 0, −1, 3 − 0) = (1, −1, 3) 

|𝛻𝜑| = √12 + (−1)2 + 32 = √11 

よって, 同じ向きの単位ベクトルは 

𝟏

√𝟏𝟏
(𝟏, −𝟏, 𝟑) 

（３） 

𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
= −2𝑦𝑧,  

𝜕2𝜑

𝜕𝑦2
= 0,  

𝜕2𝜑

𝜕𝑧2
= 6𝑥𝑧であるから, 

𝛻2𝜑 =
𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜑

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝜑

𝜕𝑧2
 

= −2𝑦𝑧 + 0 + 6𝑥𝑧 

= −2𝑦𝑧 + 6𝑥𝑧 

点(1, 2, 3)における𝛻2𝜑は, 

𝛻2𝜑 = −2 ∙ 2 ∙ 3 + 6 ∙ 1 ∙ 3 

= −12 + 18 = 𝟔 

 

2. 

（１）𝛻 ∙ 𝒂 =
𝜕

𝜕𝑥
(𝑥2𝑦) +

𝜕

𝜕𝑦
(−𝑧𝑥) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑦𝑧) 

= 2𝑥𝑦 + 0 + 𝑦 

= 𝟐𝒙𝒚 + 𝒚 

（２） 

𝛻 × 𝒂 = ||

𝒊 𝒋 𝒌
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑥2𝑦 −𝑧𝑥 𝑦𝑧

|| 

= {
𝜕

𝜕𝑦
(𝑦𝑧) −

𝜕

𝜕𝑧
(−𝑧𝑥)} 𝒊 − {

𝜕

𝜕𝑥
(𝑦𝑧) −

𝜕

𝜕𝑧
(𝑥2𝑦)} 𝒋

− − − − −− + {
𝜕

𝜕𝑥
(−𝑧𝑥) −

𝜕

𝜕𝑦
(𝑥2𝑦)} 𝒌 

= (𝑧 + 𝑥)𝒊 − (0 − 0)𝒋 + (−𝑧 − 𝑥2)𝒌 

= (𝒛 + 𝒙, 𝟎, −𝒛 − 𝒙𝟐) 

 

（３）（１）の結果を用いて 

𝛻(𝛻 ∙ 𝒂) = (
𝜕

𝜕𝑥
(2𝑥𝑦 + 𝑦),

𝜕

𝜕𝑦
(2𝑥𝑦 + 𝑦),

𝜕

𝜕𝑧
(2𝑥𝑦 + 𝑦)) 

= (𝟐𝒚, 𝟐𝒙 + 𝟏, 𝟎) 

（４）（２）の結果を用いて 

𝛻 × (𝛻 × 𝒂) = ||

𝒊 𝒋 𝒌
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑧 + 𝑥 0 −𝑧 − 𝑥2

|| 

= {
𝜕

𝜕𝑦
(−𝑧 − 𝑥2) − 0} 𝒊 

       − {
𝜕

𝜕𝑥
(−𝑧 − 𝑥2) −

𝜕

𝜕𝑧
(𝑧 + 𝑥)} 𝒋 

             + {0 −
𝜕

𝜕𝑦
(𝑧 + 𝑥)} 𝒌 

= (0 − 0)𝒊 − (−2𝑥 − 1)𝒋 + (0 − 0)𝒌 

= 0𝒊 + (2𝑥 + 1)𝒋 + 0𝒌 

= (𝟎, 𝟐𝒙 + 𝟏, 𝟎) 

 

3. 

（１） 

𝒂 × 𝒓 = |
𝒊 𝒋 𝒌
1 2 3
𝑥 𝑦 𝑧

| 

= (2𝑧 − 3𝑦)𝒊 − (𝑧 − 3𝑥)𝒋 + (𝑦 − 2𝑥)𝒌 

= (2𝑧 − 3𝑦, 3𝑥 − 𝑧, 𝑦 − 2𝑥) 

よって, 

左辺 = 𝛻 ∙ (𝒂 × 𝒓) 

=
𝜕

𝜕𝑥
(2𝑧 − 3𝑦) +

𝜕

𝜕𝑦
(3𝑥 − 𝑧) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑦 − 2𝑥) 

= 0 + 0 + 0 

= 0 =右辺 

（２）𝒂 ∙ 𝒓 = 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 

したがって, 

(𝒂 ∙ 𝒓)𝒃 = (𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧)(4, 5, 6) 

  = (4𝑥 + 8𝑦 + 12𝑧, 5𝑥 + 10𝑦 + 15𝑧, 6𝑥 + 12𝑦 + 18𝑧) 

よって, 



𝛻 × ((𝒂 ∙ 𝒓)𝒃) 

= ||

𝒊 𝒋 𝒌
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
4𝑥 + 8𝑦 + 12𝑧 5𝑥 + 10𝑦 + 15𝑧 6𝑥 + 12𝑦 + 18𝑧

|| 

= {
𝜕

𝜕𝑦
(6𝑥 + 12𝑦 + 18𝑧) −

𝜕

𝜕𝑧
(5𝑥 + 10𝑦 + 15𝑧)} 𝒊 

 − {
𝜕

𝜕𝑥
(6𝑥 + 12𝑦 + 18𝑧) −

𝜕

𝜕𝑧
(4𝑥 + 8𝑦 + 12𝑧)} 𝒋 

 + {
𝜕

𝜕𝑥
(5𝑥 + 10𝑦 + 15𝑧) −

𝜕

𝜕𝑦
(4𝑥 + 8𝑦 + 12𝑧)} 𝒌 

= (12 − 15)𝒊 − (6 − 12)𝒋 + (5 − 8)𝒌 

= −3𝒊 + 6𝒋 − 3𝒌 

= (−3, 6, −3) 

また, 

𝒂 × 𝒃 = |
𝒊 𝒋 𝒌
1 2 3
4 5 6

| 

= (12 − 15)𝒊 − (6 − 12)𝒋 + (5 − 8)𝒌 

= −3𝒊 + 6𝒋 − 3𝒌 

= (−3, 6, −3) 

よって, 𝛻 × ((𝒂 ∙ 𝒓)𝒃) = 𝒂 × 𝒃 

 

（３）𝒂 × 𝒓は（１）で求めているので, 

𝒂 × 𝒓 = (2𝑧 − 3𝑦, 3𝑥 − 𝑧, 𝑦 − 2𝑥) 

よって, 

左辺 = 𝛻 × (𝒂 × 𝒓) 

= ||

𝒊 𝒋 𝒌
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
2𝑧 − 3𝑦 3𝑥 − 𝑧 𝑦 − 2𝑥

|| 

= {
𝜕

𝜕𝑦
(𝑦 − 2𝑥) −

𝜕

𝜕𝑧
(3𝑥 − 𝑧)} 𝒊 

    − {
𝜕

𝜕𝑥
(𝑦 − 2𝑥) −

𝜕

𝜕𝑧
(2𝑧 − 3𝑦)} 𝒋 

      + {
𝜕

𝜕𝑥
(3𝑥 − 𝑧) −

𝜕

𝜕𝑦
(2𝑧 − 3𝑦)} 𝒌 

= (1 + 1)𝒊 − (−2 − 2)𝒋 + (3 + 3)𝒌 

= 2𝒊 + 4𝒋 + 6𝒌 

= (2, 4, 6) 

= 2(1, 2, 3) 

= 2𝒂＝右辺 

 

 

4. 

（１） 

∇ × 𝒂 = ||

𝒊 𝒋 𝒌
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧

|| 

= (
𝜕𝑎𝑧
𝜕𝑦

−
𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑧
) 𝒊 − (

𝜕𝑎𝑧
𝜕𝑥

−
𝜕𝑎𝑥
𝜕𝑧

) 𝒋 + (
𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝑎𝑥
𝜕𝑦

)𝒌 

= (
𝜕𝑎𝑧
𝜕𝑦

−
𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑧
,

𝜕𝑎𝑥
𝜕𝑧

−
𝜕𝑎𝑧
𝜕𝑥

,
𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝑎𝑥
𝜕𝑦

) 

= 𝟎 

よって, 

𝜕𝑎𝑧
𝜕𝑦

−
𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑧
= 0,  

𝜕𝑎𝑥
𝜕𝑧

−
𝜕𝑎𝑧
𝜕𝑥

= 0,  
𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝑎𝑥
𝜕𝑦

= 0 

したがって, 

𝜕𝑎𝑧
𝜕𝑦

=
𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑧
,  

𝜕𝑎𝑥
𝜕𝑧

=
𝜕𝑎𝑧
𝜕𝑥

,  
𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑥
=
𝜕𝑎𝑥
𝜕𝑦

 

（２） 

𝒂 × 𝒓 = |
𝒊 𝒋 𝒌
𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧
𝑥 𝑦 𝑧

| 

= (𝑎𝑦𝑧 − 𝑎𝑧𝑦)𝒊 − (𝑎𝑥𝑧 − 𝑎𝑧𝑥)𝒋 + (𝑎𝑥𝑦 − 𝑎𝑦𝑥)𝒋 

= (𝒂𝒚𝒛 − 𝒂𝒛𝒚, 𝒂𝒛𝒙 − 𝒂𝒙𝒛, 𝒂𝒙𝒚 − 𝒂𝒚𝒙) 

 

（３） （２）の結果より, 

右辺 = 𝛻 ∙ (𝒂 × 𝒓) 

= (
𝜕

𝜕𝑥
,

𝜕

𝜕𝑦
,

𝜕

𝜕𝑧
) ∙ (𝑎𝑦𝑧 − 𝑎𝑧𝑦, 𝑎𝑧𝑥 − 𝑎𝑥𝑧, 𝑎𝑥𝑦 − 𝑎𝑦𝑥) 

=
𝜕

𝜕𝑥
(𝑎𝑦𝑧 − 𝑎𝑧𝑦) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑎𝑧𝑥 − 𝑎𝑥𝑧) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑎𝑥𝑦 − 𝑎𝑦𝑥) 

=
𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑥
𝑧 −

𝜕𝑎𝑧
𝜕𝑥

𝑦 +
𝜕𝑎𝑧
𝜕𝑦

𝑥 −
𝜕𝑎𝑥
𝜕𝑦

𝑧 +
𝜕𝑎𝑥
𝜕𝑧

𝑦 −
𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑧
𝑥 

= (
𝜕𝑎𝑧
𝜕𝑦

−
𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑧
)𝑥 + (

𝜕𝑎𝑥
𝜕𝑧

−
𝜕𝑎𝑧
𝜕𝑥

) 𝑦 + (
𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝑎𝑥
𝜕𝑦

) 𝑧 

= 0 =右辺   ※（１）の結果より 

5. 

（１）𝒄 = (𝑐𝑥 , 𝑐𝑦 , 𝑐𝑧)とする. 

𝒓 ∙ 𝒄 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∙ (𝑐𝑥 , 𝑐𝑦 , 𝑐𝑧) 

= 𝑥𝑐𝑥 + 𝑦𝑐𝑦 + 𝑧𝑐𝑧 

左辺 = 𝛻(𝒓 ∙ 𝒄) 

= 𝛻(𝑥𝑐𝑥 + 𝑦𝑐𝑦 + 𝑧𝑐𝑧) 

= (
𝜕

𝜕𝑥
(𝑥𝑐𝑥 + 𝑦𝑐𝑦 + 𝑧𝑐𝑧),

𝜕

𝜕𝑦
(𝑥𝑐𝑥 + 𝑦𝑐𝑦 + 𝑧𝑐𝑧),

𝜕

𝜕𝑧
(𝑥𝑐𝑥 + 𝑦𝑐𝑦 + 𝑧𝑐𝑧)) 



= (𝑐𝑥 , 𝑐𝑦 , 𝑐𝑧) 

= 𝒄 =右辺 

 

（２） 

𝒗 = (𝒓 ∙ 𝒄)𝒄 

= (𝑥𝑐𝑥 + 𝑦𝑐𝑦 + 𝑧𝑐𝑧)(𝑐𝑥 , 𝑐𝑦 , 𝑐𝑧) 

= (𝑥𝑐𝑥
2 + 𝑦𝑐𝑦 + 𝑧𝑐𝑧 , 𝑥𝑐𝑥 + 𝑦𝑐𝑦

2 + 𝑧𝑐𝑧, 𝑥𝑐𝑥 + 𝑦𝑐𝑦 + 𝑧𝑐𝑧
2) 

となるから, 

𝛻 ∙ 𝒗 = (
𝜕

𝜕𝑥
,

𝜕

𝜕𝑦
,

𝜕

𝜕𝑧
) 

∙ (𝑥𝑐𝑥
2 + 𝑦𝑐𝑦 + 𝑧𝑐𝑧 , 𝑥𝑐𝑥 + 𝑦𝑐𝑦

2 + 𝑧𝑐𝑧 , 𝑥𝑐𝑥 + 𝑦𝑐𝑦 + 𝑧𝑐𝑧
2) 

= 𝑐𝑥
2 + 𝑐𝑦

2 + 𝑐𝑧
2 

また, |𝒄|2 = 𝑐𝑥
2 + 𝑐𝑦

2 + 𝑐𝑧
2 

よって, 𝛻 ∙ 𝒗 = |𝒄|2 

 

（３） 

左辺 = 𝛻 × 𝒗 

= 𝛻 × {(𝒓 ∙ 𝒄)𝒄} 

= 𝛻(𝒓 ∙ 𝒄)× 𝒄 + (𝒓 ∙ 𝒄)(𝛻 × 𝒄)  ※（１）より 

= 𝒄 × 𝒄 + (𝒓 ∙ 𝒄) {(
𝜕

𝜕𝑥
,

𝜕

𝜕𝑦
,

𝜕

𝜕𝑧
) × (𝑐𝑥, 𝑐𝑦 , 𝑐𝑧)} 

= 𝟎 + (𝒓 ∙ 𝒄) ||

𝒊 𝒋 𝒌
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑐𝑥 𝑐𝑦 𝑐𝑧

|| 

= (𝒓 ∙ 𝒄) {(
𝜕𝑐𝑧
𝜕𝑦

−
𝜕𝑐𝑦

𝜕𝑧
) 𝒊 − (

𝜕𝑐𝑧
𝜕𝑥

−
𝜕𝑐𝑥
𝜕𝑧

) 𝒋 + (
𝜕𝑐𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝑐𝑥
𝜕𝑦

)𝒌} 

= (𝒓 ∙ 𝒄)(0𝒊 − 0𝒋 + 0𝒌) 

= (𝒓 ∙ 𝒄)(0, 0, 0) 

= 𝟎 =右辺 

 

6. 

（１） 

左辺 = 𝛻 ∙ (𝑓(𝑟)𝒓) 

= (𝛻𝑓(𝑟)) ∙ 𝒓 + 𝑓(𝑟)(𝛻 ∙ 𝒓) 

= (𝑓′(𝑟)𝛻𝑟) ∙ 𝒓 + 𝑓(𝑟)(𝛻 ∙ 𝒓)  

= 𝑓′(𝑟) (
𝒓

𝑟
) ∙ 𝒓 + 3𝑓(𝑟) p. 27例題 3の結果より 

= 𝑓′(𝑟) (
|𝒓|2

𝑟
) + 3𝑓(𝑟) 

=
𝑟2

𝑟
𝑓′(𝑟) + 3𝑓(𝑟) 

= 𝑟𝑓′(𝑟) + 3𝑓(𝑟) =右辺 

（２） 

左辺 = 𝛻 × (𝑓(𝑟)𝒓) 

= (𝛻𝑓(𝑟)) × 𝒓 + 𝑓(𝑟)(𝛻 × 𝒓) p. 27例題 3の結果より 

= (𝑓′(𝑟)𝛻𝑟) × 𝒓 + 𝑓(𝑟) ∙ 𝟎 

= (𝑓′(𝑟)
𝒓

𝑟
) × 𝒓 + 𝟎 

= (
1

𝑟
𝑓′(𝑟)) (𝒓 × 𝒓) 

= (
1

𝑟
𝑓′(𝑟)) ∙ 𝟎 

= 𝟎 =右辺 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


